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Abstrakt

Tento text je soucasti zapoctové prace k predmétu Diferencidlni rovnice na pocitaci pred-
naseném zimnim semestru roku 2011 na FJFI CVUT.

Obsahem textu je Teseni rovnice vedeni tepla, mame-li pro diferen¢ni schéma k dispozici
jeden bod na ¢asové n-té vrstvé a pét bodi na casové vrstvé (n + 1). Navrzené schéma je
fadu presnosti O(At, Az*), stabilni ve viech pifpadech. Byla také sestavena modifikovana
rovnice a provedena implementace schématu.

Uvodni poznamka

Tento text a veskeré zdrojové kody jsou k dispozici také online na webové adrese
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~horny/DRP/zapocet.
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Pro prehlednost je situace znazornéna na obrazku 1. Splnte nasledujici tkoly:
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Obrazek 1: Ilustraéni obrazek k zadani

1. Navrhnéte diferen¢ni ndhradu druhé prostorové derivace.

2. Urcete 14d presnosti navrzeného schématu.

3. Diskutujte, za jakych okolnosti je diferenéni schéma stabilni.

4. Stanovte modifikovanou rovnici pro zadanou rovnici a zvolené schéma.

5. Navrzené schéma implementujte.



Navrh diferenc¢niho schématu

Budeme hledat diferenéni ndhradu druhé prostorové derivace, mame-li k dispozici pét bodu
symetricky rozlozenych kolem bodu, kde diferenci urc¢ujeme.

Obecné ocekavame diferenci ve tvaru

au + bul T 4 cul T+ du?jll + eu?_;zl, (2)

tedy jako linearni kombinaci hodnot funkce v jednotlivych bodech. Koeficienty a, b, ¢, d, e uréime
pomoci Taylorova rozvoje funkce u kolem bodu i do ¢tvrtého fadu. Vyraz (2) lze totiz prepsat
jako kombinaci jednotlivych prostorovych derivaci funkce u. Koeficienty u nulté, prvni, treti a
¢tvrté derivace polozime rovny nule, koeficient u druhé derivace naopak polozime roven jedné.

Ziskand soustava péti rovnic pro pét neznamych ma jednoznacéné reseni. Hledana diferenc¢ni
nahrada druhé prostorové derivace je
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tedy vysledné zkoumané schéma ma tvar
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Cely postup v programu Maple naleznete v souboru navrh.mw.

R4d presnosti

K urceni radu pfenosti opét poslouzi Taylortiv rozvoj, nyni ovSem ve dvou rozmeérech. Jednotlivé
hodnoty u}* ve schématu (5) jsou nahrazeny pomoci Taylorova rozvoje funkce u(t, ) se stfedem
v bodé (t = n,z = 1i). Bylo potieba zvolit rozvoj do sedmého radu.

Nejnizsi mocniny u Az, resp. At udavaji rad presnosti v poloze, resp. v ¢ase. Nase navrzené
schéma je fadu O(At, Ax?).

Zdrojovy kéd v programu Maple je k dispozici jako rad.mw.

Stabilita

K vysetreni stability pouzijeme von Neumannovu analyzu schématu. Provedeme transformaci

m = gmette (6)
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Po dosazeni ziskavame vyraz
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Tento vyraz rozresime vici zesilujicimu faktoru g. Ziskadvame
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Aby bylo schéma stabilni, je tieba splnit podminku (V€)(||g||> < 1). Vychazi pozadavek
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ktera je splnéna vzdy, je-li a > 0, jak lze vidét z grafu na obrazku 2.

Obrazek 2: Ilustracni obrazek k vysvétleni stability. Je-li a > 0, pak pro vsSechna & lze zarucit
splnéni podminky (11).

Cely postup je mozno sledovat v souboru stabilita.mw.

Modifikovana rovnice

Postup pro sestavovani modifikované rovnice je analogicky s vysSetfovanim radu presnosti. Opét
nejprve nahradime jednotlivé ¢leny naseho schématu pomoci dvourozmérného Taylorova rozvoje
se stfedem v bodé (t = n,x = i), tentokrat vsak az do osmého radu.

Vysledny vyraz nejprve zjednodusime, vyjadiime z néj prvni ¢asovou derivaci a poté postupné
trpélivé nahrazujeme veskeré c¢asové derivace fadu vyssiho nez dva derivacemi prostorovymi a
smiSenymi. Pomtizeme si poznatkem (9) a déle vSechny séitance se clenem Axz® pokldddme rovny
nule.

Po Sestnacti pravach konecné ziskavame modifikovanou rovnici
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Postup je mozno sledovat v souboru modif.mw. Pii vypoc¢tu modifikované rovnice se nejvice
projevila vyhoda vyuziti integrovanych vypocetnich systému.

Implementace schématu

Pro implementaci byl pouzit program Matlab. Predpokladam von Neumannovy okrajové pod-
minky, tzn. jsou-li x1, x; pocatecni a koncovy bod intervalu, na kterém rovnici fesime, pak

ou ou



Toto je mozno chapat nasledovné:
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Body na vrstvé (n + 1) pak ziskdme jako

urtt = A1 p.

(25)

Je tedy treba provést inverzi matice. Tato operace implementovana nebyla, bylo vyuzito prislusné

funkce v Matlabu.
Uloha je FeSena na intervalu (—B, B). Jako poc¢atecni podminku jsem zvolil
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(26)

Implementace schématu je provedena v matlabovskych souborech VedeniTepla.m, resic.m,

init.m a imstep.m. Vypocet se spousti funkci VedeniTepla.



Zavérecna poznamka

Podafrilo se implementovat navrzené implicitni diferen¢ni schéma k rovnici vedeni tepla. Schéma
je tadu presnosti O(At, Axz?). Je-li a > 0, coz je i pozadavek dobré podminénosti rovnice vedeni
tepla, pak je schéma vzdy stabilni.

Byla sestavena i modifikované rovnice. Jelikoz je prvni nenulovy koeficient u Sesté prostorové
derivace, je schéma difusni.



